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Sur le logarithme de la fonction gamma. 

Par Ch. Hermite. 



Je vais revenir encore à l'intégrale de Raabe pour présenter son rôle sous 
un nouveau jour, en considérant l'expression plus générale, 

ilog[r(a + £)r(a+l-£)], 

et montrant qu'elle en donne la valeur asymptotique sous la condition que £ soit 
positif et moindre que l'unité. Ce résultat a été déjà établi dans un article sur 
l'extension de la formule de Stirling (Mathematischen Annalen, T. 41, p. 581), 
on va voir qu'on y parvient plus facilement par la nouvelle méthode que je vais 
indiquer. 

Soit F{x) une fonction qui ne change pas lorsqu'on y remplace x par 1 — x , 
je partirai de l'égalité suivante, 

fxF' (x)dx +f 1 xF> (x) dx = F(Ç) — /V(œ) dx, 

qui se vérifie immédiatement en observant que l'on a, 

f*xF (x) dx = £F(|) —fF(x) dx , 

pms ' fF(x) dx + f l F{x) dx =fF(x) dx , 

sous la condition admise à l'égard de F(x) . 
Prenons maintenant, 

F(x) = log [r(a + x) T(a + 1 — a;)] , 
en désignant par J l'intégrale de Raabe, on aura, évidemment, 



2J= f log [r (a + x)r(a+l— x)] dx. 
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Soit ensuite, 

J x (a) = 4 / xD x log [r (a + x) T (a + 1 — œ)] dx 

+ \ fxD x \og [r(a -f x)T (a + 1 — »)] <fc, 

nous en conclurons cette relation, 

* log [r (a + b) T (a + 1 - »)] = J" + Ji (a), 

et le résultat annoncé sera mis en évidence au moyen d'une expression de J x (a) 
que je vais obtenir. 

J'observe à cet effet que de la formule, 

on tire aisément, 

il en résulte qu'on peut écrire en désignant par y a une certaine valeur de la vari- 
able qui dépend de a, 

/»0 r e xy e (l— a»y-l & ay ^ey a e <X — x)y a /»0 gt>y a g(l— x)y„ 

J- } ey-1 ^ = e»°-l J S dy = (f—l)a ' 

Cela posé, cherchons une limite supérieure de la fonction — — , et dans ce 

e* — 1 

but, mettons la sous la forme, 

e (2x - 1) V g- (2* - 1) i 



e 2 — e a 
En développant en série, elle devient, 



y + ïnr&y 3 + ô « a s s # 5 + • • • • 



1 3 , 1 

2.3.2 a2/ ' 2.3.4.5.2 
c'est-à-dire, 

1 „_ .,.,.. 1 



(2a;— 1) _ 

1 + 2"X2"^ 3+ 2.3.4.5.2^+ *••• 
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On voit que si l'on suppose x compris entre zéro et l'unité le numérateur de 
la quantité qui multiplie 2x — 1, est toujours moindre que le dénominateur; il 
en résulte qu'en faisant, 

,Ll =(2*-l)»(»), 

la fonction 4> (x) sera positive, moindre que l'unité pour toutes les valeurs réelles de 
la variable y et par conséquent de a ; on aura aussi la condition <£> (x) = <?> ( 1 — x ) • 
Cela étant l'expression de J x {a) prend cette nouvelle forme, 

i /** i r l -t 

J 1 (a) = —J x(2x — l)$(x)dx + — / x (2x — l)q>(x)dx, 

ou bien, J x (a) = — — qui suffit à notre objet, la quantité, 

M—i x(2x — l)$(x)dx + I x (2x — 1) <p (x) dx , 

étant finie évidemment quel que soit a. Mais nous irons plus loin en obtenant 
les limites indépendantes de a entre lesquelles elle reste toujours comprise. 
J'employe pour cela la relation générale, 

I f(x)dx+ I f (x) dx= I [/(x) — /(l — se)] dx+ I f{x) dx, 
•'o •'o •'o "o 

qui se vérifie en remarquant que par le changement de ce en 1 — x, on trouve, 

Jf(x)dx = / f(x) dx — / fil — x) dx, 

ou plutôt encore celle-ci, 
ff{x) dx + r/fo = f\f{x) -f{l - x)] dx + hf\f(x) -1-/(1 - s)] dx . 

Cela étant, soit, 

/(a;) = a;(2x— l)^(aj); 

de la propriété qui a été indiquée tout-à-l'heure de la fonction $(x), on tire, 

/(*) — /(l - a>) = - (1 - 2a;) (as) , 

et nous avons en conséquence : 

M= \j (1 — 2xf$ (x) dx—f{l— 2x) $ (x) dx. 
15 
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La première intégrale en se rappelant qu'on a <£> (x) < 1 s'exprime par 
(1 — 2xfdx.Q = — - , 6 étant moindre que l'unité, la seconde si l'on suppose 

comme on peut le faire, £<|, aura pour valeur J (1 — 2x)dx.$ = (£" — f)^, 

0' étant aussi compris entre zéro et un, nous avons donc ce résultat qu'il s'agissait 
d'obtenir, 

Jf= -A _(£_£•) y. 

Soit en particulier £ = 1 , ce qui donne M= — - , on trouve alors la relation, 

6 

iiog [r (a +i)r («)]=/+ J-, 

d'où l'on conclut, 

a 

logT(a) = J— iloga + ^ . 

C'est l'expression asymptotique à laquelle j'étais parvenu précédemment par une 
autre méthode. La quantité J x (a) représentée par l'intégrale 

\J xD % log [r (a + x) T (a + 1 — a?)] «te, 

coïncide dans ce cas avec J(a) =h I (x — x?)Dl log T(a + x)dx, voici comment 

on passe de la première forme à la seconde. Changeons se en 1 — x, nous aurons 
d'abord, 

Ji (a) ——ij(l—x) D x log [r (a + x) T(a + 1 — ar)] dœ, 

en ajoutant membre â membre avec la valeur précédente il vient 

J x (a) = à^ (2as — 1) D x log JT (a+x)T(a+l — a?)] <fe. 

Le facteur 2a; — 1 étant la dérivée de ce 2 — a;, une intégration par parties donne 
facilement, si l'on observe que x — x 2 ne change pas lorsqu'on remplace x par 
1-x, 

2J, (a) = if\x — x") 1% log [r (a + x) V (a + 1 — »)] da; 



=f\x — x 2 ) 2?» log T(a + x)dx. 
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Soit ensuite £ = | , on trouve M= — — ; il est nécessaire alors pour avoir 

une limite plus précise, de recourir à l'expression générale, 

M— ! x (2x — l)$(x)dx + I x(2x— l)$(x)dx, 
d'où l'on tire, 

M= 2J 'x (2x — 1) 4> (x) dx 

= — 2 I 'x (1 — 2x) d> (x) dx . 
•'o 

Le facteur x(l — 2x) étant positif entre les limites de l'intégrale et ${x) étant 
moindre que l'unité, nous avons cette valeur, 

M— — 2 Cx(l — 2x)dx.e 

-_ A. 

~ 12 
et l'on en conclut l'expression asymptotique, 

lo g r(a+i) = J — m - 
Je reviens maintenant à la formule générale, 

J 1 (a) = ifxD.log [T(a + x)r(a+ l — x)]dx 
+ i f xD % log [r (a + x) T (a + 1 — as)] *»> 

afin d'en tirer une autre expression de J x (a) qui permet d'obtenir son développe- 
ment en série suivant les puissances descendantes de a. Ce résultat important 
se déduit aisément de l'égalité, 

au moyen des intégrales suivantes, 



/"[*- «"""J"* = ""-'"C-f 1 -y) + «* (^ + f ) - ^ 
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e èy _i_ e a-ê)y e v — i 

Bu les ajoutant on trouve la quantité = 2 — -g — ce qui donne 

immédiatement, 

Ji ( G ) =>/..[ 23/(^-1) ~ yl edy ■ 

Supposons | = 1 , on en tire la formule de Stirling, 

T (a) - £l - B% 4- ^ 3 — 
«'iW— 1.2. a 3.4.a 8 + 5.6.a 5 ' 

où B lt B % , etc., désignent suivant l'usage les nombres de Bernouilli. En faisant 
£ = \ on en conclut la série de Gauss, 

«/îW— — 1#2 .2a" 1 " 3.4.2 3 .a 3 ~~ 5.6.2 5 .a 5 ^ ' 

ce second développement pouvant se déduire du premier au moyen de la relation, 

J 1 (a) = J(2a) — J(a), 
qui découle facilement des expressions, 

/ <*>=£[w=ïj-7]«**- 

Bemplacons en effet dans la seconde y par -^- et retranchons membre à membre, 

À 

il vient après une réduction évidente, 

c'est-à-dire la valeur de J x (a) pour g — \ . Dans le cas général où g est quel- 
conque, je rappelle en terminant que si l'on désigne par «„(£), le polynôme 
de degré n + 1 de Jacob Bernouilli, égal lorsque £ est entier à la somme, 
1»» _|_ 2 n + . . . . -f- (£ — 1)* on a la série suivante, 

r (n x _ y r (— î)"" 1 ^. , 2&-1 (g) -i i r„-i* 8 ï 

^W-2-L»(2n-l) + 2»-lJ«^- («- 1 ' 2 ' 3 ) 

On trouvera dans l'article des Mathematischen Annalen qui a été cité plus haut, 
la démonstration de cette formule et les conditions de son emploi. 



